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摘 要: 针对高超声速飞行器再入过程中面临测控区和绕飞区的再入轨迹设计问题，提出了一种基于 Gauss
伪谱法( GPM) 的分段轨迹优化策略。将轨迹优化的一般最优控制问题转换为多段最优控制问题，进而将各段轨迹
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Fast Optimization of Ｒeentry Trajectory for Hypersonic
Vehicles with Multiple Constraints
MEI Ying-xue，FENG Yue，WANG Ｒong-shun，WU Liao-ni，SUN Hong-fei
( College of Aeronautics and Astronautics，Xiamen University，Xiamen 361102，China)
Abstract: A segmented trajectory optimization strategy based on the Gauss pseudospectral method ( GPM) is proposed
for hypersonic vehicles during reentry where some monitoring and no-fly zones are inevitably encountered． The segmentation
of the trajectory converts the original optimal control problem of the trajectory optimization into the multi-segment optimal
control problem． With the help of GPM，each segment trajectory is planned according to the standard computing procedure
of GPM． The whole trajectory thus obtained can make the vehicle smoothly enter into the monitoring zones，successfully
circumvent the no-fly areas，and finally reach the predetermined point． Besides，considering the requirements of the high
computing efficiency and the engineering practicability，we put forward a weighted performance index of reentry time and
path-and-heading-angle related variables． The proposed performance index and corresponding optimization strategies
definitely provide us the rapidity of the path planning，the smoothness of the flight trajectory，the flatness of the controlled
variables，and the improvement of the computational efficiency． The simulation results show that the piecewise optimization
scheme proposed in this paper can quickly plan a reentry trajectory for a hypersonic vehicle with complex constraints．
Key words: Hypersonic vehicle; Segmented trajectory optimization; Monitoring zone; No-fly area; Gauss
pseudospectral method












































































































+ Vr cos θsinψtanφ ( 1f)
式中: 无量纲地心距 r ; 速度 V 和时间 t 的无量纲化
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参数分别为地球平均半径 Ｒ0， g0Ｒ槡 0 和 Ｒ0 /g槡 0 ; g0
为海平面引力加速度; λ，φ，θ，ψ 分别为经度、纬度、
弹道倾角和航向角; υ 为倾侧角; m 为飞行器质量。
无量纲升力 L、阻力 D 分别为:
L = 12 ρg0Ｒ0V
2Sref·CL
D = 12 ρg0Ｒ0V
2Sref·C{ D ( 2)
式中: Sref 为飞行器气动参考面积; CL，CD 分别为升











ρ0． 5 ( g0Ｒ槡 0V) 3． 15 ≤ Q
·
max ( 3a)
q = 12 ρ ( g0Ｒ槡 0V)
2
≤ qmax ( 3b)
ny1 =
Lcosα + Dsinα
mg ≤ ny1max ( 3c)










μ1 ≤ α≤ μ2
υ ≤ κ
( 4)
式中: μ1，μ2 为攻角取值范围的上、下限; κ 为倾侧
角取值范围的上限。
( 4) 终端约束
为保证在一定的落角 ( 终端弹道倾角) 和速度
下将飞行器引导至指定终端目标位置，通常要加上
如下终端约束［19］:
λ( tf ) = λ f
( tf ) = f
Hfmin ≤ H( tf ) ≤ Hfmax
V( tf ) = Vf
θ( tf ) = θf


















) ，测控区是以地球表面一点 χ( λc，c ) 为圆心，
Ｒc 为半径的无限高圆柱形区域; 绕飞区是以地球表
面一点 χ( λr，r ) 为圆心，Ｒr 为半径的无限高圆柱
形区域。测控区约束和绕飞区约束分别表示为:
Θ( λ，; λc，c，Ｒc )  d( χ( λc，c ) ，Γ) － Ｒc ＜ 0
( 6)
Ξ( λ，; λr，r，Ｒr )  d( χ( λr，r ) ，Γ) － Ｒr ≥ 0
( 7)
































注 1． 对于性能指标的分析: 从物理机理上，采
用 Gauss 伪谱法将再入时间 ( tf － t0 ) 作为目标函





为性能指标 J 第 1、2、3 项的权，当权越大，惩罚越
大，对应项的函数值越小，即对应项越优。对于线性
系统，权的选取可借鉴 LQＲ 方法中加权矩阵的选
取［23 － 25］; 而对于非线性系统，目前更多依赖于工程实
际。为了方便后续制导工作，相对于轨迹平滑性，再
入时间是次要的，因此 w2、w3 都要较 w1 取大一些。
令 x，u 分别表示系统( 1) 的状态和输入，即:
x = ［x1，x2，x3，x4，x5，x6］T = ［r，λ，，V，θ，ψ］T ; u =
［u1，u2］T = ［α，υ］T ; 再令 f( x，u) 为状态方程( 1a)
～ ( 1f) 的右端函数。
则本文所要研究的多约束问题可描述为:
在满足动力学方程约束( 1a) ～ ( 1f) ，过程约束
( 3a) ～ ( 3c) ，控制约束( 4 ) ，终端约束( 5 ) 以及测控
区约束( 6) 和绕飞区约束( 7) 的情况下，寻找合适的






x· = f( x，u)
Ωζ ( x，u) ≤ 0，ζ∈ E = { 1，2，…，q}
Λ( x( tf ) ) ≤ 0
Θ( λ，φ; λc，c，Ｒc ) ＜ 0










式中: W = 6，M = 2; Ωζ ( x，u) ≤ 0 为由过程约束
( 3a) ～ ( 3c) 、控制约束( 4) 确定的 q 个不等式约束;

















直接采用 GPM 求解。对于 GPM 的一般步骤，本文
作如下归纳:
1) 对时间变量 t 作变换，将时间区间转换到
［－ 1，1］。






取 N 阶 Legendre 多项式的 N 个根 τk ∈ ( － 1，
1) ，k = 1，2，…，N ，再令 τ0 = － 1，τN+1 = 1 ，则 τ0，
τk，τN+1 构成弹道的 N + 2 个离散点。
3) 约束条件及性能指标的离散化。
根据上述时间变换和配点选取，构造系统状态
x 和输入 u 关于其估计值 X，U 的近似表达式:
x( t( τ) ) ≈ X( t( τ) ) = ∑
N
i = 0
X( τi ) Li ( )τ
u( t( τ) ) ≈ U( t( τ) ) = ∑
N
i = 1





式中: Li ( τ) = ∏
N
j = 0，j≠i
τ － τ j
τi － τ j




τ － τ j
τi － τ j
( i = 1，…，N) 为 Lagrange 插值基函数。
令 Xk = X( τk ) ，Uk = U( τk ) ; J = w1J1 + w2J2 +
w3J3  φ( t0，tf ) + ∫
tf
t0
η( x( t) ，u( t) ，t) dt ，其 中，















2 f( Xk，Uk，τk ) = 0 ( 15)
Ωζ ( Xk，Uk ) ≤ 0 ( 16)
Λ( X( tf ) ) ≤ 0 ( 17)
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式中: Dki = L
·





















dτ 为 Gauss 权重。
经过对时间、非线性函数、微分方程等离散化
后，最优控制问题 ( 12 ) ( 不考虑测控区和绕飞区约
束) 就转化为如下离散非线性规划问题:
求离散节点上的状态 X( τi ) ( i = 0，…，N) 和控
制变量 U( τi ) ( i = 1，…，N) ，使得性能指标( 18) 最
小，并满足动力学方程约束 ( 15 ) ，过程约束等不等




















( λ，) ∈ Γ，i = 1，2，…，l，
s． t． Ξ( λ，; λri，ri，Ｒri ) ≥ 0
( 19)
j = 1，2，…，n，( λ j， j ) ∈ Γ，
s． t． Θ( λ j， j ; λcj，cj，Ｒcj ) ＜ 0
( 20)






条件，即: 对于轨迹上所有点 ( λ，) ，都满足 Ξ( λ，
; λri，ri，Ｒri ) ≥ 0 。因此，可以直接将其设置为过
程约束。则规避第 i 个绕飞区的约束为 Ξi ( λ，;
λri，ri，Ｒri ) ≥ 0 。
由此可见，绕飞区约束作为全局性约束条件不






滑翔段分成 n + 1 段，这样连同初始下降段，相当于
将整个轨迹分割成 n + 2 段( 如图 1 所示) ，然后每
一段轨迹通过 Gauss 伪谱法来求解。为方便，自东
向西依次称每一小段轨迹为第 1 段、第 2 段，……，
第 n + 2 段。
图 1 分段优化策略示意图





















式中: dr /dV 3DOF 可由运动方程( 1a) 式除以 ( 1d)
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式得到; dr /dV QEGC 为平衡滑翔轨迹在高度 － 速度
剖面对应的斜率，给定一个速度 V ，可根据准平衡
滑翔 条 件 求 出 对 应 r ，再 根 据 有 限 差 分 求 解




分段点 2 ～ ( n + 1) 根据测控区约束选取，将第
j 个测控区约束设置为第 j + 1 段轨迹的终端约束。
根据测控区位置及大小，动态设置轨迹上点 Aj 为分
段点。设 Aj 点所在经纬度坐标为 ( λAj，Aj ) ，若 Aj
点位于测控区内部，即: 进入第 j 个测控区的约束为
Θ j ( λAj，Aj ; λcj，cj，Ｒcj ) ＜ 0 ，则轨迹成功经过测控
区域，符合任务要求。
令 * ( p) 表示第 p 段弹道对应参数，p ∈ { 1，2，






求离散节点上的状态 X ( p)( τi) ( i = 0，…，N) 和控
制变量 U( p)( τi) ( i = 1，…，N) ，使得性能指标 ( 18 ) 最
小，并满足动力学方程约束 ( 15 ) ，第 p 段终端约束
( 式( 21 ) ，p = 1; 式 ( 20) ，p = 2，3，…，n + 1; 式
( 17) ，p = n + 2) ，以及过程约束、控制约束等一系





t( p+1)0 － t
( p+1)
f = 0
X( t( p+1)0 ) － X( t
( p)
f ) = 0














图 2 基于分段 Gauss 伪谱法的再入轨迹优化流程图
Fig． 2 Flow chart ofreentry trajectory optimization based on
















max = 1500 kW/m
2，ny1max = 3 ，qmax = 20 kPa; α∈
［10°，30°］，υ ∈ ［－ 100°，100°］; λ0 = － 105°，
0 =65°，H0 = 100 km，V0 = 7400 m/s，θ0 = 0°，
ψ0 = － 36°，λf = 115． 7°，φf = 17． 2°，40 km≤Hf≤
50 km，Vf = 4000 m/s，θf = － 0． 5°，ψf = － 140°。
假设飞行器要进入 1 个测控区并绕过 3 个绕飞
区，即，n = 1，p = 3 。
给定测控区 1 中心位于( 136． 11°E，44． 74°N) ，
半径 为 100 km; 绕 飞 区 1 中 心 位 于 ( 140． 03° E，
35． 53°N) ，半 径 为 600 km; 绕 飞 区 2 中 心 位 于
( 123． 91°E，53． 98°N) ，半径为 500 km; 绕飞区 3 中
心位于( 116． 37°E，39． 690°N) ，半径为 1000 km。
性能指标的权重系数取为 w1 = 0． 2，w2 = 0． 4，
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w3 = 0． 4 。










分析: 当 0s≤t ＜ 200 s 时，H ＞ 80 km，由于无气动力
作用，α 不起作用，且不断增大直至上限值并持续一
段时间以增大气动力，由于 θ0 = 0，为使 H 下降，υ 总




30°，υ 先增大后减小以弥补 α 达到饱和值但仍不能
满足过程约束的情形; 当 400 s≤ t ＜ 800 s 时，过程
约束 Q
·
，ny1，q 增大，此时间段内随着 H 的下降，气动
力增大，V 进一步减小，则 α 减小以防 V 过小，为了
满足过程约束 Q
·
，ny1，q，υ 增大以弥补 α 的减小; 当





Fig． 3 Curves of conventional process constraints
步增加，α 先上升维持饱和值 30°使得 V 先下降以
满足测控 /绕飞区约束以及终端高度等约束，后下降
以满足终端速度等约束，同时 υ 需配合 α 呈先上升
后下降的趋势以满足测控区约束等多约束条件。
图 6 为轨迹的横侧向和三维轨迹图，目的是便




Fig． 4 Curves of state variables
图 5 控制变量变化曲线
Fig． 5 Curves of control variables
图 6 轨迹生成图
Fig． 6 Trajectory generation diagram
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为验证测控区 /绕飞区数目对模型维数的影响，
在上述算例的基础上增加两个测控区，中心分别位
于( 130． 11°E，40． 74°N) 、( 126． 04°E，32． 83°N) ，半
径都为 100 km，分别记为测控区 2 和测控区 3，统计
计算时间，如表 1、表 2、表 3。
表 1 测控区个数对计算时间的影响
Table 1 Influence of the number of monitoring zones
on the calculation time
测控区数目( 区号) /绕飞区数目( 区号) 计算时间 / s
1( 1) /2( 1、2) 32． 056803
2( 1、2) /2( 1、2) 43． 825425
3( 1、2、3) /2( 1、2) 68． 389302
表 2 绕飞区个数对计算时间的影响
Table 2 Influence of the number of no-fly zones
on the calculation time
测控区数目( 区号) /绕飞区数目( 区号) 计算时间 / s
2( 1、2) /1( 1) 32． 452612
2( 1、2) /2( 1、2) 43． 825425
2( 1、2) /3( 1、2、3) 59． 524916
表 3 绕飞区分布 /大小对计算时间的影响
Table 3 Influence of the distribution of no-fly zones
around the calculation time
测控区数目( 区号) /绕飞区数目( 区号) 计算时间 / s
2( 1、2) /1( 1) 32． 452612
2( 1、2) /1( 3) 80． 490322
从表 3 中可以看出: 1) 测控区个数的增加会延


















函数。图 7 至图 8 为采用文献［27］中性能指标与












Fig． 7 Comparison of curves of conventional process constraints
表 4 计算时间对比
Table 4 Calculation time contrast
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图 8 控制变量变化曲线对比
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